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L’integrale definito di una funzione

= |l trapezoide

= | plurirettangoli

= L’integrale definito di una funzione f (X)=0
= L’integrale definito

= |l teorema fondamentale del calcolo integrale

= || calcolo delle aree
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Il trapezoide

Data una funzione f (x) continua
¢ positiva (o nulla) nell’intervallo
[a; b], si chiama trapezoide

la figura piana delimitata
dall’asse x, dallerettex=a,x =D

e dal grafico della funzione f

nell’intervallo.

Indichiamo con S 1’area del

trapezoide.
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|l plurirettangoli

Dividiamo I’intervallo [a; b] in n parti y
uguali (per es. n = 3) a=X,<X;_ ;<X <X,=b

Per ogni intervallo I, =[x;_{;%] , con i=1,..,n
consideriamo Il minimo m; e il massimo M,

della funzione su I, e costruiamo il rettangolo
corrispondente.

Si ottengono due plurirettangoli di aree 5
S, e S con: S <SS,

Le superfici S, e Sncostituiscono una approssimazione per difetto
e per eccesso dell’area S del trapezoide.
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Se aumentiamo il numero di suddivisioni n, le
aree S5, e Sn approssimano sempre meglio Parea
S del trapezoide.

Plurirettangolo con n =6 Plurirettangolo con n =12
Vi V1

A cura dell’ISTITUTO G. BRUNO di Budrio



L’integrale definito f(x)>0

Data una funzione f (x) continua e positiva ‘
y

(o nulla) nell’intervallo [a; b], S, € una successione
M

monotona crescente e superiormente limitata in

quanto S, <M (b—a), mentre S, & una successione
m

monotona decrescente limitata inferiormente In

quanto S >m(b—a). Le successioni pertanto

o . e
ammettono. Si dimostra che tale limite e il medesim

rappresenta 1’area del trapezoide.

ims, =1lim S,

N—>+00 N—>+00
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L’integrale definito: definizione

Tale limite si chiama integrale definito di f(x)

nell’intervallo [a;b] e s1 indica con 1l simbolo

b

j f (x)dx

a

Si dice che f(x) e integrabile (secondo Riemann)
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L’integrale definito: proprieta 1

Se f e integrabile su [a; b] allora si ha

j:f (x)dx =~ f (x)clx

vt
Per convenzione si pone y = f(x)
[[f(9dx=0 /\v&
Se f e integrabile su [a; b] e ¢ e [a;b] D
allora si ha ;
YA B

b C b 5
j f(x)dx = j f(X)dx + j f (x)dx o a ¢ b

a a C
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L’integrale definito: proprieta 2

Ogni funzione continua su un intervallo [a;b] ¥ =R
chiuso e limitato e integrabile su tale intervallo.
LINEARITA: Se f e g sono funzioni
Integrabili su [a; b] anche la funzione af+pfg ,
dove a, f sono costanti, e integrabilesu [a; b]e | ¢
O

si ha.
Iab (of () + B (x) )Jdx = aj: f (X)dx + ,B_Lb g(x)dx
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L’integrale definito: proprieta 3

Se f e g sono funzioni integrabili su y 1
[a; b] con y=9(x)
f () < g(x) / \/
VT T
allora si ha /
b b >
L f(x)dx < j g(x)dx o & X
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1l teorema della media

Se una funzione f (X)é continua in
[a; b], allora esiste un punto

v
. y = f(x)
cefab) f(©) ¥
tale che : i
1 b
f (C) — —J- f (x)dx | /A |B
b—a-a O a C b X
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Il teorema della media - dimostrazione

Se una funzione f (x) e continua in [a; b] allora esistono m e M
rispettivamente minimo e massimo assoluti di f su [a;b] e si ha:
b
m(b—a) sj f (x)dx <M (b-a)
a

da cui si ottiene
1

m< j f(x)dx <M
Allora, per il teorema deal valore intermedio esiste ¢ <[a;b] tale

f(c)= ﬁ j f (x)dx
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Il teorema fondamentale del calcolo integrale
Teorema di Torricelli-Barrow

y
Se una funzione f(X) & continua in

[a; b], allora si chiama
di f relativa al punto a

F(x) = fo (t)dt

F(x)

Si ha che: 5

1. F(a)=0

2. F(x) e derivabile su [a;b]

3. F'(x) = f(x) Vxe [a;b] A cura dell’ISTITUTO

G. BRUNO di Budrio 13



Il teorema fondamentale del calcolo integrale
dimostrazione

Consideriamo due punti x e Xx+h in[a; b] e scriviarpo Il rapporto incrementale di F:
AF()  F(x+h)—F() J, f@de-[ @D

AX h h
Per le proprieta dell’integrale definito x+h
AF(x) | f@at A cura
Ax = h dell’ISTITUTO
Per il teorema della media esiste un punto Ce [X; X+ h] tale che G. I?BRlc.iJNO di
udrio
1 px+h AF(X)
f(c)=— f(t)dt =
(©==]  fOd=="—

quando h tende a zero siha h—>0=Xx+h—>Xx=c— X quindi segue che

E' () = lim 22 _jim £ (6) = lim f(c) = (x)
h—0  AX h—0 C—X

Quindi F sono dimostrati i punti 2 e 3. La 1 e evidente.  C.v.d.
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Il teorema fondamentale
del calcolo integrale 2

Una funzione V(x) che soddisfa la
condizione

V'(x)= f(X)

sI chiama e differisce da

F(x)

F(x) per una costante. o b

Se V e una qualsiasi primitiva di f si ha

£ (x)dx =V (b) -V (a)

a

allora che J
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Il calcolo delle aree 1

- \ == RN C
La funzione e positiva o al piu nulla /yf(y
D

S — j: f (x)dx

Se la funzione ¢ almeno in parte negativa I’integrale A
della funzione tra b e ¢ sara negativa, quindi I’area
sottesa tra b e ¢ avra segno opposto all’integrale tra b
e C.

S = [ f(x)dx— [ f (x)ax
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Il calcolo delle aree 2

Se due funzioni delimitano una
superficie chiusa, supponiamo
che sia

T (x)=g(x)

allora si ha:

S = .[:(f (X) — Q(X))dx y=g(x)\/tx‘z
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Volumi dei solidi

S1 sa che 1l volume di un prisma o di un cilindro si ottiene moltiplicando 1’area di

base per ’altezza.

b—a
Un’approssimazione del volume della fettae S, o dove S, ¢ I’area di una
sezione della fetta.

Il volume del solido é dato dalla somma

di tutti quei volumi, quindi & la somma

integrale di S(x) tra a e b, da cui 0

V = _[:S(x)dx

A cura dell’ISTITUTO G. BRUNO di Budrio 18



Volumi di coni e piramidi

Data una piramide retta di altezza h e area di base S,, si sa che I’area
di una sezione e proporzionale al quadrato della distanza dal vertice,
percido  S(x) =kx? , dove x ¢ la distanza dal vertice. Poiché S, =kh”

Si ha h
_¢h Che o X kh® 1
v_jOS(x)dx_jO kx dx_k{?} _?_ésbh

0

Per il cono di altezza h e raggio di base r sara:

V =l72'-r2'h
3
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Volumi dei solidi di rotazione (asse x)

Si tratta di determinare 1l volume del solido

generato dalla rotazione completa del trapezoide Y A y=f(x
Individuato da y=f(x) attorno all’asse X. B

Se y=f(x) fosse costante, questa rotazione genera

un cilindro di raggio di base k=f(x) e altezza b-a / \\

che ha volume V=zk2.(b-a). O\ 1/ X >
La variabilita di f impone il passaggio al calcolo \\

Integrale e si ha:

V=z[ £2(x)dx
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Volumi dei solidi di rotazione (assey)

Si tratta di determinare il volume del solido
generato dalla rotazione completa del trapezoide
Individuato da y=f(x) attorno all’asse Y.

A differenza del caso precedente dobbiamo y=f(x)

integrare la funzione rispetto all’asse y, quindi f

deve necessariamente essere invertibile su [a;b];
il raggio sara x=f "(y) e si ha: Ol a bl x

Pl (y)Fdy

\ 4

v=rf

f(a)
A cura dell’ISTITUTO G. BRUNO di Budrio
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Lunghezza di un arco di curva

Si tratta di determinare la lunghezza dell’arco AB. /
Come sempre se il grafico di f fosse rettilineo non ci A B
sono problemi, ma nel caso piu generale si passera y E£(X)

ad approssimare la curva con una spezzata (in rosa
nel disegno). A

Il segmento di estremi (x;; f(x.)) e (x.,,; F(x.,,))ha //&

lunghezza |; = \/(Xi+1 =% ) +(F(x,0)— F(x)) X
Per il teorema di Lagrange si puo scrivere: O /a-
I—i = (Xi+l o Xi )\/l+ (f l(Ci ))2 ’Ci < [Xi ) Xi+1]

La somma di tutte le L, approssima I’arco AB e

><V

Xi+1 b

rappresenta la somma integrale della funzione \/1+ (f '(x))z

quindi . :j:)\/l_l_(f .(X))Z dx -




Integrali generalizzati o impropri

Si tratta di estendere 1l calcolo di un integrale definito ad
uno del seguenti casi:
—In almeno uno del due estremi di integrazione o in un
punto interno all’intervallo d1 integrazione la funzione ha
un asintoto verticale;

—[1ntervallo di integrazione non ¢ limitato.

A cura dell’ISTITUTO G. BRUNO di Budrio
23



Integrali generalizzati o impropri
definizione

Indichiamo d’ora in avanti con (a; b) un qualsiasi intervallo limitato o illimitato, eventualmente aperto,
in R .
Se f: (a b)—) R e e integrabile secondo Riemann su ogni intervallo limitato e chiuso [0! ﬂ] (a;b)

chiamata F(x)= J'XX f (x)dx; Xg, X € [OC;IB]

Diciamo che f & integrabile su (a;b) in senso generalizzato se esistono finiti X'LT F(x) X'LT F(x)
E chiamiamo integrale generalizzato di f esteso all’intervallo (a;b)la differenza di tali limiti:
j f(x)dx = lim F(x) - lim F(x)

X—b~ x—a’
Se almeno uno di tali limiti non esiste o € infinito diciamo che f non ¢ integrabile in senso generalizzato

su (a;b) -

Si dice anche che I’integrale di f su (a; b)é convergente (se f e integrabile) o e divergente (se f non e
integrabile).

N.B. Se f & continua su (a;b) F & una primitiva dif. A cura dell’ISTITUTO G. BRUNO di Budrio



Regole di integrazione 1

Integrali iImmediati:

—l—dleog[xi-kc’
X

senxdx=—cosx+c
cosxdx=senx+c

1
—dx=tgx+c
COS~ X

—dx=—ctgx+c¢
sen-x

edxsev+¢

a*dx=a” log e+

]

———dx =arcsenx+¢
\/'1 =2 c

C ]
—dx =arctgx+c¢
i3 .5
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Regole di integrazione 2

Integrali (quasi) Immediati per I’applicazione delle regole di

derivazione:

o o+l Fix) ) o )
1. [(feor f(xar= Lf &x J)rll —+c¢ (a#-1) : J Lo de= e 0+
2; [ [ dx =log|f(x)|+c¢ T i;""(.r)c" Udx=e/® +¢

J f(x) .
3. .f’(x‘)sen f(x)dx=—cos f(x)+c¢ 8. | f/(x)a’Fdx=a’"log e+c

¥ L)
90 r‘—

4. [ f/(r)cos f(x)dx=sen f(x)+c

d =LY

f(x)
I cos? f{x)

f(x)

1+[f(0)]

wn

dx=tg f(x)+c 10. J

5

dx = arcsenf(x)+c

dx = arctg f(x)+c
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